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1. Vektorok

1.1. Irdnyitott szakaszok. Vektorok

Iranyitott szakaszok

Ertelmezés. Az (A,B) rendezett pontpért irdnyitott sza-
kasznak nevezziik és igy jeloljiik: AB.
Ertelmezés. Az AB és CD iranyitott szakaszokat ekvipo-
lenseknek nevezziik (jelolés: AB~CD), ha az [AD] és
[BC] szakaszok felezGpontjai egybeesnek.
Megjegyzés. Ha AB~C D, akkor az AB szakaszt parhu-
zamos eltolassal a C'D szakaszra lehet helyezni.
Tulajdonsig. Az iranyitott szakaszok halmazéan az ekvipo-
lencia egy ekvivalencia-relacio, azaz

o AB~AB (reflexiv),

@ ha AB~CD, akkor C D~ AB (szimmetrikus),

@ haAB~CDésCD~EF,akkor AB~EF (tran-

Zitiv).

D AB és CD pontosan akkor ekvipo-
lensek, ha ABDC egy paralelog-
ramma vagy az A,B,C,D pontok
kollinearisak és az [AD], [BC] fe-

A lez6pontja megegyezik.

D

W
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| Azirinyitott szakaszok ! Ame%elt abrén

Vektorok

Ertelmezés. Egy adott iranyitott szakasszal ekvipolens iré-
nyitott szakaszok halmazat vektornak nevezziik.
Jelélés. Az AB irdnyitott szakasz altal meghatérozott vek-
tort AB-vel (vagy egy kisbettivel) jelsljiik:

AB= {cp|cD~aB}.
Megjegyzés. Ha AB~CD, akkor AB=CD. Az U=
AB=CD jeloléssel az AB (vagy a CD) az i egy repre-
zenténsa.
Ertelmezés. Az « hossza (modulusza) az 6t reprezentld
irdnyftott szakaszok kozos hosszaval egyenld és | o |-val je-
1oljiik.
Ertelmezés. A nulla hosszisagi AA vektort nullvektornak
nevezziik.

Ertelmezés. Az AB és CD vektorok egyenlGek (jelolés:
E:Cﬁ), ha az AB és C'D iranyitott szakaszok ekvipo-
lensek.

Megjegyzés. Két vektor akkor egyenld, ha iranyuk meg-
egyezik (tartoegyeneseik parhuzamosak), hosszuk egyenld
és ugyanaz az iranyitasuk.

Tétel. (Adott kezdGponti reprezentans létezése) Ha adott
az 1 vektor és egy tetszGleges M pont, akkor 1étezik egyet-

len olyan M’ pont, amelyre @ =M M.

Kovetkezmény. Az egyértelmiiség alapjan, ha M A=11 §,
akkor A=B.

|
almaza | W=AB=CD=...
|
J=EF=GH=...
— | 5
C D ' CDazd egy reprezentansa,
— : EF a ¥ egy reprezentansa,
A B 3 : AB=CD.
|



1.6. Skalaris szorzas

Két vektor szoge

Ertelmezés. Legyen @0 és 70 két vektor. Ha O egy tet-
sz6leges pont a sikban, A és B az OA=iés OB=v egyen-
16ségek altal meghatarozott pontok, akkor az A0Be [0,7]
szOget az 4 és U vektorok szogének nevezziik.

Jelolés. Az @ és ¥ szogét igy jeloljiik: (&,5).

Ertelmezés. Az @ és ¥ vektorok mer6legesek, ham (ﬁ;‘):g.

Két vektor skalaris sorzata

Ertelmezés. Az i és ¥ vektorok skaléris szorzata az @ -vel
jelolt valos szam:

||-|7]-cos(if,v)  ha @D és 740

0 ha @0 vagy 7£0.

U=

Tétel. Két, a nullvektortdl kiilonboz6 vektor skalaris szor-
zata akkor és csakis akkor nulla, ha a vektorok merélegesek
egymasra: ha @#0, 7#£0, akkor U4l ved-v=0.

Példa. Néhany sajatos eset az alabbi abran lathato:

I a Tﬂ
— =
v v U
AN v . 7}
- = YRr3! & o
i, ¥ azonos U, U :3119{1“3“’5 i, ¥ mer6Slegesek
iranytak irdnytak "T
a=0, Q=T, aig’
@-v=||-| 5| @-0=—|a|-|7| @T=
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A skaldris sorzas tulajdonsagai

Tétel. Tetszlleges @, U, W vektorok és o, B valds szamok
esetén

ERTH

(V+W)=0-0+70-0, (U+7) - W=u-w0+v-10;
U=u-(a?t)=a(u-0);

T o
S

©06006060
gL

—
|

Skalaris szorzat elGjele

Tulajdonsag. Az @0 és 70 vektorok esetén
@ u-u>0 akkor és csakis akkor, ha

m(@ne 0.3 );

2

@ w@-9=0 akkor és csakis akkor, ha m(ﬂ/‘,\ﬂ‘):g;
@ u-U<0 akkor és csakis akkor, ha

m@h%gﬂ.

u-7>0 u-7<0
Feladat. Legyen M és N az ABC D négyzet [AB] és [BC]
oldalanak felezé6pontja. Igazoljuk, hogy AN LD M.

M. A Kkért allitas egyenértékd azzal, hogy D M AN=0.
p=DM-AN=(DA+AM)-(AB+BN)=DA.AB+DA-

15



BN+AM-AB+AM-BN.
A D DALAB:>E§~E=O,
AM1BN=AM-BN=0, igy

p= 0+_f§ BN+ AM - AB+0—

M
a
=a-— 005180°+7 -a-0°+0=0,
B N ¢ ahol a a négyzet oldalat jeloli.
180°
DA BN

Vektor skalaris négyzete

Ertelmezés. Egy @ vektornak 6nmagaval vett skalaris szor-
zatét a vektor (skalaris) négyzetének nevezziik és igy jelol-
jiik: @2 =a-1.

Tétel. Barmely @ vektor esetén i-@=|w|?, tehat barmely
AB vektor esetén AB —AB2.

Feladat. Igazoljuk, hogy egy ABCD négyszog pontosan
akkor paralelogramma, ha az oldalak négyzetének Gsszege
egyenlo a két atlé négyzetének az osszegevel
M. AB>+BC?+CD?+DA*=BD*+AC*&

D o AL M‘B?é +g_lg +£ﬁj —BD*+AC%s
—(Eﬁ +C A+i56)
A aB° +% +C_15 +DA° :7 +2BA.

B AB4AD  AD  12AD DO o

BCG’=2BA-AD+AD +2AD-DCe
(BA+AD+DC)?=2BA-AD+AD +2AD-DCe
BA’4+AD +DC" +2BA-AD+2AD-DC+2DC-BA=
2BA-AD+AD +2AD-DC« BA+DC +2BA.DC=0e

16



(BA+D®)2=05BA+DC=0oBA=CD<ABCD

paralelogramma.
Metrikus Osszefiiggések a haromszégben

Adott az A BC haromszog és legyen a=BC, b=AC, c=

AB.

Tétel. (Koszmusz—tetel) Az ABC haromszogben fennéll az
a?=b%+c?—2bccosA

Osszefliggés.

Tétel. (Stewart tétele) Ha M € (BC'), akkor
AB?.MCHAC?*.BM=AM?.BC+BM-MC-BC.
Kovetkezmény. (Oldalfelez8 hossza) Az A BC hiromszog

A csuiesébdl kiindul6 oldalfelezjének hosszat (m,,) az
5 2(b*+c*)—a?
m,=—
képlettel szamithatjuk ki.
Kovetkezmény. (Szdgfelezé hossza) Az ABC haromszog
A csticsabdl kiindul6 szogfelezGjének hosszat (1) az
2o 4bc (r—a)
= orezl P
b
L e R T s

Feladat. Az ABC haromszogben AB=2, AC=3 és BC=2.
Szamitsuk ki az @ﬁ szorzatot!
M. A koszinusz-tétel alapjan BC?=AB?4+AC?—-2AB-
ACcos@:4:4+9—2~2‘3cos@:cosﬁ?:2. Tehat
3 9

T2

AB.AC=AB-AC-cosBAC=2 8.5

17



3. Trigonometria

3.1. A trigonometria elemei

Szog-mértékegységek

Ertelmezés. Egy kor félkeriiletének és sugaranak aranya al-
land6 és m=23,1415-tel egyenld.

Ertelmezés. A kor sugaraval megegyezd hossziisagi koriv-
hez tartoz6 kozépponti szog mértéke 1 radian.
Megjegyzés. Egy szognek fokban illetve radianban vald

180
mértéke kozt fennall az -~ —=->— Osszefliggés, ahol o a
™

Ty
sz0g fokban kifejezett, x,. a szog radianban kifejezett mér-

téke.

mL.

P37/

A trigonometrikus kor

Ertelmezés. Adott
egy xOy  derékszogl
koordindta-rendszer. Az
O kozéppontu, egység-
sugard  kort, amelyen
kijeloltink egy pozitiv
korbejarasi iranyt (az ora-
mutat6 jarasaval ellentétes
irdnyt), trigonometrikus
kornek nevezziik.

A trigonometrikus kor - folytatas

Jelolés. Legyen t€R egy szam. Ekkor egyetlen olyan P;-vel
jelolt pont van a trigonometriai koron, amely m (AO P;)=t.

27



Szinusz és koszinusz

Legyen t egy valos szam és P; a hozzétartozo6 pont a koron.
Ertelmezés. A P, pont ordinatajat a ¢ valés szam szinuszé-
nak nevezziik és igy jeloljiik: sint.

Ertelmezés. A P, pont abszcissz4jat a ¢ valos szam Koszi-
nuszinak nevezziik és igy jeloljiik: cost.

ctgt T’

: /
| P,

sint | tgt

[

O | cost A O/A

Tangens és kotangens

Ertelmezés. Az xz=1 egyenletli fiiggGleges egyenest
tangens-tengelynek, az y=1 egyenlet(i vizszintes egyenest
pedig kotangens-tengelynek nevezziik.

Ertelmezés. Ha tGR\{ ngkrr\ keZ}, P, a t-nek megfe-

lel§ pont és T' az O P; egyenes és a tangens-tengely met-
széspontja, akkor 7" ordinatajét ¢ tangensének nevezziik és
igy jeloljiik: tgt.

Ertelmezés. Ha tcR\{kw| k€Z}, P; a t-nek megfelel§
pont és T” az O P; egyenes és a kotangens-tengely metszés-
pontja, akkor T’ abszcisszjat ¢ kotangensének nevezziik
és igy jeloljiik: ctgt.

28



Fontosabb értékek

™ ™ T T 27 3m 5m
] 0 = = = = — — —
6 4 3 2 3 4 6

sinz [0 1 ¥ 8 1 ¥ ¥2 1 g
cosz|1 3 2 1 o _1 _¥2 3
tgz [0 ¥ 1 V3 | —v3 -1 -—¥3 o0
cgr || V3 1 % 0 - -1 —Vv3 |
Visszavezetés az els§ negyedbe
x€Cy z€Cly
sinz=sin(w—x) sinz=—sin(x—m)
cosz=—cos(m—x) cosz=—cos(z—)
tgrx=—tg(m—=x) tgr=tg(z—m)
ctgr=—ctg(m—x) ctgz=ctg(z—m)

zeCy

sinz=—sin(2w—x)

cosz=cos(2m—x)

tgx=—tg(2m—x)

ctgr=—ctg(2m—zx)
A trigonometrikus fiiggvények elGjele

7'r 3
a3 0 N 5 Ny 7m Ns = Ny 27
sinz | 0 + 1 + 0 =1 =0
cosz| 1 + 0 = =1 = 0 + 1
e [0 F 4= = @ F H= = ©
cgz ||+ + 0 — —|+ + 0 — -




A trigonometrikus fiiggvények monotonitésa

T 3T
xr 0 N1 5 N2 s Ng ? N4 27
sinz| 0 1 N\ 0 N -1 0
cosz| 1 N\ 0 N -1 A 0 S1
tge [0 AT®[_ 1 0 AT®_ 0
cgz[[TEN 0 N TN 0 Nl
Alaposszefiiggések
i 1
sin?z+cos?z=1 (a trig. alapképlete) ftgx= EIE
cosx ctgx

(T . . . .
31n(§—x>:cosw sin(—z)=—sinz [sin(z+27)=sinz

™ .
cos (5 —;c) =sinz |[cos(—x)=cosz |cos(z+2m)=cosz

tg(g—x> =ctgz [tg(—x)=—tgx [tg(z+m)=tgx

ctg<g—w):tg;v ctg(—z)=—ctgz [ctg(x+m)=ctgz

Osszeg, kiilonbség szogfiiggvényei

sin(z+y)=sinz-cosy-+cosz-siny
sin(z—y)=sinz-cosy—cosz-siny
cos(z+y)=cosz-cosy —sinz-siny
cos(z—y)=cosz-cosy+sinz-siny

t t; tgr—t
tg(z-y)= B2 18Y tg(v—y)= 20 _8Y_
1—-tgz-tgy 14+tgz-tgy
ctgz-ctgy—1 —ctgz-ctgy—1
ctg(ac—i—y):& ctg(m—y):i
ctgx+-ctgy ctgr —ctgy

30



2. Valbs szamsorozatok

2.1. Val6s sorozatok

Ertelmezés. Val6s sorozatmak neveziink egy f:{k,k+1,k+
2,...} >R fiiggvényt (k€N). A sorozatot igy jeloljiik: (a,,),
ahol a,,=f(n).
Ertelmezés. Az (an)n>k sorozat

@ névekvd, ha a,,+1>an, Vn>k;

@ cs6kkend, ha a,,1<an, Vn>k;

@ korlatos, ha Im,MeR ugy, hogy m<a, <M,

Vn>k;
o periodikus, ha 3teN* agy, hogy a,, +=an, Vn>k.

Sorozat hatarértéke

Ertelmezés. Az (a,)n>s sorozat hatirértéke az o valos
szam, ha az o barmely V kornyezete esetén a sorozat csak
véges szamu tagja nem eleme V -nek:
(ar ) hatarértéke a<=VV =V (), Iny €N gy, hogy
an€V,V¥n>ny.
Jelolés. Ha (a,, ) hatarértéke o, ezt igy irjuk: nli_)mooan:a.
Tétel. Legyen (a., ) ney gy valos elemi szdmsorozat, a€R.
o lim a,=a&Ve>0, 3IngeN Ggy, hogy

n— oo
lan—al<e, Vn>ng.

o lim a,=c0&Ve>0, 3IngeN gy, hogy
n— o0
an>e, Vn>ng.

o lim ap,=—00&Ve>0, InpeN Ggy, hogy
n-— oo

anp<—e,Vn>ng.

45



Sorozat hatarértéke - folytatas

Ertelmezés. Egy (., ) sorozat konvergens, ha van véges ha-
tarértéke.
Ha (a,,) nem konvergens, akkor divergens.
Tétel. Ha (a,, ) konvergens, akkor hatarértéke egyértelm.
Tétel. hm ap=a= lim |a,|=|al.

n-— oo
Tétel. hm ap=0& lim |a,|=0.

n-— oo

Tétel. Ha (an) konvergens, akkor (a,, ) korlatos.

2n+1 2
Feladat. Igazoljuk, hogy hm * ==.
—oo3n—1 3
M. Igazolnunk kell, hogy Va> 0 esetén létezik olyan n Ggy, hogy
, , 2 2n+1
barmely n>ng esetén |a,, — —|<e, ahol a,, = .
3 3n—1
2n+1 2 5 5 241
—= S @ 3n—1&=—<n,
‘371—1 3}<5 303n 1)< <n <n
igy kiiszobszamnak valaszthat6 az no= [ pt3e } +1 érték ([A]

az A egész része).

2

Feladat. Igazoljuk, hogy 11m

=0Q.
con—+1
M. Igazolnunk kell, hogy Ve>0 esetén létezik olyan ng
2

n
gy, hogy barmely n>ng esetén ?>ec}n2—sn—s>0®
n
_JZ 2
©n€<7oo’s e +45>U<E+\/; +45A’OO>.

3
Azno= [#} +1 vélasztassal a,, >¢e, Vn>ng.
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3. Fliggvényhatarértékek

3.1. Fliggvény hatarértéke

Ertelmezés. Azt mondjuk, hogy az f:D—R, DCR fiigg-
vény hatérértéke az xo €R torlédasi pontban I€R, ha az I
barmely V; kornyezete esetén létezik az x( olyan U, kor-
nyezete, amelyre Vac U, o ND esetén f(z)eV].

Jelolés. Ha az f:D—R fiiggvény hatérértéke az zoER
pontban [€R, akkor ezt igy jeldljiik: Jim f (z)=l.

Tétel. (A hatarérték Heine féle ertelmezese) Legyen f:
D—R, z0€R, IER. Egyenértékiiek a kovetkezd allitasok:
o lim f(z)=l,
° v(zn)nZh zn €D, TnF#T0, nli)mooxn:zo SOro-

zat = lim f(z,)=L.
n— oo

1

Feladat. Igazoljuk, hogy az f:R* =R, f(z)=sin— fiiggvény-
xr

nek nincs hatarértéke az xo=0 pontban!

M. Tekintsik az (zn)n>1 és (@) )n>1 sorozatokat, ahol

2

o= = .

i (A4n+1)m

Ekkor lim z,= lim z/ =0és

n-—oo n— oo

. oo 1 S
lim f(z,)= lim sm—: lim sinnm=0,
n— oo n— oo n— oo
(4n+1)m

1
hm f(gc )_ hm sin—= lim sin————=1,
x), n—ooo 2

igy f-nek nincs hatarerteke 0-ban.

o7



Hatarérték az o €R pontban

Ertelmezés. lim f(z)=l€Re

2—rag
Ve>0,35(e)>0 0gy, hogy ha |z —xzo|<d (), x#£x( akkor
| f(z)—l]<e.
Ertelmezés. lim f(z)=+oo&

2—rag
Ve>0,35(e)>0 0gy, hogy ha |z —xzo|<d(g), x#x( akkor
f(z)>e.
Ertelmezés. lim f(z)=—oco®

2—rag
Ve>0,35(e)>0 0gy, hogy ha |z —xzo|<d (), x#x( akkor
flz)<—e.

—1
Feladat. Igazoljuk, hogy lim I et
z—0 g2
M. Igazoljuk, hogy Ve>0 esetén 35>0 tgy, hogy ha |z|<d,
x#0, akkor f(x)>e.

f(m)>€<$m_1

2

1—90\/@ 1++/T—4e

2e ’ 2e ’

1—+/1—4e
2e

Seoer?—z+1<0&

<rc

1—v1—4e
2¢e
|z|<d=f(x)<e.

A é=min

s

} valasztassal tehat

Hatérérték +oo-ben

Ertelmezés. Jim f(z)=I€Rs

Ve>0,36(e)>0 gy, hogy ha >4 (e) akkor | f(z)—1|<e.
Ertelmezés. Jim_ £ (z)=+oco<

Ve>0,356(e)>0 gy, hogy ha >4 (e) akkor f(z)>e.
Ertelmezés. lim_f(x)=—oo<

Ve>0,36(e)>0 Ggy, hogy ha >4 (¢), akkor f(z)<—e.
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Hatérérték —oo-ben

Ertelmezés. lim f(z)=I€Rs Ve>0,35(¢)>0 tgy,
xr—r — 00
hogy ha < —4§(e) akkor | f(z)—1|<e.
rtelmezés. lim f(z)=4oco& Ve>0,35(c)>0 gy,
hogy ha < —4§(e) akkor f(x)>e.
Ertelmezés. lim f(x)=—ocos Ve>0,36(c)>0 ngy,
xTr—r— 00

hogy ha z<—§(¢), akkor f(z)<—e.

Jobb és bal oldali hatarérték

Ertelmezés. Azt mondjuk, hogy az f:D—R, DCR fiigg-
vény bal oldali hatarértéke az xoc€R torlédasi pontban
IE€R, ha az I barmely V; kornyezete esetén létezik az x
olyan U, kornyezete, amelyre VoxecU, OOD, r<x(o ese-
tén f(z)€V].
Jelolés. ml_i)rgof(w) vagy wl}rr;ﬂf(m).

<
Tétel. xll;gof(a:):l@

z<xq

V(Zn)n>1,Tn €D, <z, lim z, =z sorozat esetén

- n-— oo

lim f(z,)=l.

n— oo
Megjegyzés. Hasonlboan értelmezhetd a jobb oldali hatar-
érték is.
Tétel. Az f:D—R fiiggvénynek a D halmaz x torl6dasi
pontjdban akkor és csakis akkor van hatarértéke, ha van
bal és jobb oldali hatarértéke és ezek egyenl6k.
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6. A hatarozatlan integral

6.1. Primitiv fliggvény. A hatarozatlan
integral

Fliggvény primitiv fiiggvénye

Ertelmezés. Legyen f:1—R, I intervallum. Az f fiiggvényt
primitivilhaténak nevezziik, ha létezik olyan F': T —R fiigg-
vény, amelyre

@ F derivalhat6 I-n és

o F'(z)=f(=z),Vzel.
Ertelmezés. Az értelmezésben szereplS F fiiggvényt az f
egy primitiv fliggvényének nevezziik.

Fiiggvény hatarozatlan integrélja

Ertelmezés. Legyen f:I—IR egy primitivalhato fiiggvény.

Az f Osszes primitiv fliggvényének halmazat az f hatéro-

zatlan integréljanak nevezziik és [ f(x)dx-szel jeloljik:
/f(a:)dz:{F:[%R‘ F az f egy primitiv fiiggvénye}.

Tétel. Ha Fy és F» az f:I1—R két primitiv fiiggvénye, ak-

kor létezik c€R gy, hogy F (z)—Fa(z)=c, Vaz€l.

Ez alapjan, ha F' az f egy primitiv fiiggvénye, akkor

/f(z)da::{F(m)+C\ CER}=F(z)+C.
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Miiveletek primitivalhat6 fiiggvényekkel

Tétel. Legyen f,g: I —Rkét, az I intervallumon primitival-
hato fiiggvény és a€R. Ekkos

@ f+g is primitivalhat6 I-n és /f(z)+g(w)da;:

/f(m)dz+/g(r)dr (,0sszeg  integradlja
egyenld az integralok Gsszegével”);

@ «-f is primitivilhatdé I-n és /uf(:l;)da;:

a/ f(z)dz (,konstans kiemelhetd az integraljel

elé”);
Hatérozatlan integralok

Az alabbi képletekben I CR egy intervallum, f:1—R,

a>0.
A fiiggvény A fliggvény hatérozatlan integrélja
f(z)=c, ceR /c dr=cx+C
f N " mn+1
z)=z",n€ ' do= ©
(@) [ama=t s+
2oFT
f(z)==z%, /z(’ dr= +C
a+1

IC(0,00), a#—1

f(a:):x*lzl,oef /l dx=In|z|+C
x x

f(z)=a", a#1 /az dr:L+C
Ina
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Hatéarozatlan integralok - folytatas

Az alabbi képletekben I CR egy intervallum, f:1—R,
a>0.
A ﬁiggvény A fiiggvény hatérozatlan integrélja

1
f(z)= Pt /m dzfz—ln +C

—a,a1

x+a

Fla)= 1 / 1 4 1 . I-&-C
——- ar=—arctg—
v z2+a2 2+a2 a ga

flz)= / \/7 de=In|z++/ 22 —a? HC

IC(— oo—a) Vv
IC(a,)

f(z)= da=In|z++/z2+a?HC

1 1

T
dx= in—+4+C
f(x)= / — T arcsma+
IC(—a,a)
f(x)=sinz /sinm dz=—cosxz+C
f(z)=cosz /cosa: dz=sinz+C

1
flx)= / —— do=—ctgz+C
sin’z sin®x

IC(km,(k+1)m)
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